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Les références sont :
— Deligne [Del73], qui donne les résultats (sans preuve) et dont j’ai suivi les conventions ;

— Ramakrishnan et Valenza [RV99], qui donne les preuves des résultats mais avec de nombreuses
erreurs ;

— Bushnell et Henniart [BHO06], qui ne traite que le cas non archimédien ;

— Serre [Ser80], qui ne parle pas de fonctions L ou de facteurs ¢ mais qui constitue une référence
indispensable pour tout ce qui touche aux corps locaux non archimédiens.

1. GROUPES DE WEIL

Cette section ne sera pas traitée durant la séance de groupe de travail, en raison du peu de temps dont
nous disposons.

1.1. Généralités. Soit K un corps fini, local ou global. Pour rappel, un corps local est un corps locale-
ment compact pour une topologie non discréte ; il s’agit également des corps qu’on obtient en complétant
un corps global en une place. Leur topologie est toujours induite par une certaine valeur absolue, mul-
tiplicative et & valeurs dans R, . Celle-ci est unique a un exposant prés. Il existe deux sortes de corps
locaux, archimédiens (la suite des entiers naturels n’admet pas de sous-suite convergente) et non archi-
médiens. En fait, il n’y a & isomorphisme prés que deux corps archimédiens, & savoir R et C. Les corps
non archimédiens, quant & eux, sont les corps & valuation discréte et corps résiduel fini. Il s’agit donc des
extensions finies des Q, pour p un nombre premier (cas mixte) et des k((¢)) pour k un corps fini (cas
d’équicaractéristique).

A ce corps K, on peut associer un groupe de Weil Wi, qui est un groupe topologique localement
compact. Dans le cas d’'un corps fini ou d’un corps local non archimédien, ce groupe de Weil est un
sous-groupe de Gal(K) le groupe de Galois absolu de K (mais avec une autre topologie), de sorte que
le groupe de Galois absolu de K est la complétion de Wy pour la topologie des sous-groupes ouverts
d’indice finis.
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Supposons désormais K local non archimédien. Dans ce cas, la théorie du corps de classe local donne
un isomorphisme canonique

(1.1) Wb~ K"

Rappelons que, si G est un groupe, son groupe dérivé G4 est le sous-groupe engendré par les commuta-
teurs [g, h] = ghg~'h~!. C’est un sous-groupe distingué, et le quotient par celui-ci est appelé abélianisé de
G et noté G2P. 11 vérifie la propriété universelle suivante : pour tout groupe abélien H et tout morphisme
de groupes f : G — H, il existe une unique factorisation de f en f :G* — H.

L’isomorphisme de corps de classe vérifie un certain nombre de fonctorialités, que nous allons mainte-
nant détailler. Soit L une extension finie de K (qui est donc aussi un corps local non archimédien). La
théorie de Galois donne une inclusion Gal(L) C Gal(K) en tant que sous-groupe ouvert d’indice [L : K].
On pourra facilement vérifier que cette inclusion induit une inclusion Wy C Wi en tant que sous-groupe
ouvert d’indice [L : K]. De cette inclusion on déduit un morphisme entre les abélianisés

Wb — Wb

Notons que, bien qu’il soit déduit d’une inclusion, ce morphisme n’a aucune raison d’étre injectif. En fait,
la théorie du corps de classe nous dit qu’on a un diagramme commutatif :

ab ab
Wi» —— Wi

(1.2) f f

L* Ni/k K*

ot les fléches verticales sont les isomorphismes données par la théorie du corps de classe, et ot Ny /k :
L* — K* est la norme galoisienne. Pour rappel, cette norme est le déterminant de I’endomorphisme
K-linéaire induit par la multiplication dans L : si a € L, on en déduit m, : * € L +— ax € L, et on définit
NL/K(CL) = det Mg.

Dans lautre sens, on a une inclusion évidente K* C L*. On en déduit une injection Wi — W2P. Or,
lorsque G est un groupe et H un sous-groupe d’indice fini de G, il existe toujours un morphisme canonique,
dit de transfert, noté t : G* — H?P. Pour le définir, fixons (14 )qe m\G un systéme de représentants des
classes & droite de H dans G. Pour a € H\G et g € G, posons t,(g) = nagna_gl. Il est clair que t,(g) € H.
Posons alors t(g) = HaeH\G ta(g), qui est bien défini dans H*". On peut voir que ¢ ne dépend pas du
choix de 7, et qu’il s’agit d’un morphisme de groupes G' — H?2P. Puisqu’il s’agit d’un morphisme vers un
groupe abélien, d’aprés la propriété universelle de I’abélianisé, il se factorise en t : G*® — H?2P. La théorie
du corps de classe affirme alors qu’'on a le diagramme commutatif suivant :

ab t ab
W —— W}

(1.3) r f

K* —— L*

1.2. Groupes de Weil locaux archimédiens. Nous allons maintenant construire les groupes de Weil
locaux pour les corps archimédiens R et C. L’objectif est qu’ils vérifient autant que possible les mémes
propriétés que les groupes de Weil locaux non archimédiens, & savoir étre des groupes topologiques
localement compacts qui vérifient 'isomorphisme de la théorie du corps de classe local 1.1 et les deux
fonctorialités 1.2 et 1.3. Un corollaire évident est que ces groupes ne sont certainement pas des sous-
groupes du groupe de Galois absolu.

1.2.1. Le cas K = C. Dans le cas du corps des complexes, on souhaite donc que le groupe de Weil vérifie
ng = C*. De plus, puisque C est algébriquement clos, on veut que son groupe de Weil soit aussi simple
que possible, puisque la non-commutativité du groupe de Weil dans le cas local sert principalement a
encoder les extensions du corps (elle permet d’obtenir les diagrammes 1.2 et 1.3). Par conséquent, on
définit de fagon assez naturelle We = C* - ou, si on préfére, Wy = K*, pour tenir compte de la présence
d’automorphismes non triviaux.

1.2.2. Le cas K = R. On va construire Wg a partir de We. Puisque [C : R] = 2, on souhaite que W¢
soit un sous-groupe d’indice 2 de Wr. Par conséquent, il doit exister un élément j € Wr \ W¢ tel que
Wr est engendré par Wc et j, et que j2 € We. Notons o : W — W le morphisme de groupes qu’on
déduit de I’action de j par conjugaison, et soit a = j2.
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L’application de transfert ¢t : Wg — Wg = Wéb est alors donnée par

() = 2-(jzj ) = 20(2)
t(jz) = jzi~'-(jjz) = azo(2)
pour z € Wg. Or on sait que, via I'isomorphisme du corps de classe, cette application coincide avec
linclusion R* C C*. En particulier, elle est a valeurs dans R*. Ainsi, zo(z) € R*, et donc il existe
0(z) € R* tel que o(z) = 0(2)z. De plus, zo(z) € R* et azo(z) € R*, donc a € R*.

D’autre part, la norme Ng/g est donnée par z |2|2. En particulier, d’aprés le diagramme 1.2, le
noyau du morphisme W¢g = W(‘“Jb — Wﬁb est le groupe S' des complexes de module 1. Puisque W est
un sous-groupe d’indice 2 de Wr, 'image de ce morphisme est un sous-groupe d’indice au plus 2 de Wﬁb,
avec égalité si et seulement si W3 C We. Ici, 'image de W dans W&® ~ R* est R, d’indice 2. Par
conséquent, Wﬁer = S!. Soit & présent z € W¢. Alors :

[2,5] = zjz7 7 = 20(271) = 227 10(271)
On a déja 227! € S', et donc 0(2~1) € St. Par conséquent, 6 est & valeurs réelles et de module 1, donc
6 ne prend pour valeurs que £1. De plus, o est continu, donc 6 aussi, et #(1) = 1 par définition. Donc
0 est identiquement égal a 1 et o est nécessairement la conjugaison complexe. Ceci implique notamment
que R* est central dans Wg.

On en déduit encore que a < 0. On peut donc écrire a = —b%. Quitte a remplacer j par b~ !5, on se
raméne a j2 = —1.

Ainsi, le groupe de Weil de R est nécessairement 1’extension de C* par un élément j tel que j2 = —1
et jzj~! = Z pour tout z € C*. L’usage de la notation j tout au long de ce paragraphe fait allusion aux
quaternions de Hamilton H, dans lesquels on peut plonger Wg.

2. CARACTERES ADDITIFS ET MULTIPLICATIFS DES CORPS ARCHIMEDIENS

On va chercher a classifier les caractéres additifs et multiplicatifs des corps locaux, en particulier
archimédiens. Les caractéres multiplicatifs seront simplement appelés caractéres, tandis que ’adjectif
additif sera toujours préciseé.

2.1. Valeur absolue normalisée. On a indiqué plus haut que la topologie d’un corps local venait
toujours d’une certaine valeur absolue, unique & exposant prés. En fait, il existe une valeur absolue
canonique, que 'on appelle valeur absolue normalisée. Pour la définir, soit K un corps local, et soit u
une mesure de Haar quelconque sur K. Pour tout a € K*, notons mg : ¥ € K + a~'z. Alors (mg)«p
est encore une mesure de Haar sur K. Par conséquent, il existe un unique réel strictement positif ||a|| tel
que (mg)«p = ||a||p. On pose ||0]] = 0, et on peut alors vérifier que || - || est une valeur absolue sur K, et
induit sa topologie.

Sur R, on vérifie que ||a|| = |a| la valeur absolue usuelle, et sur C que ||a|| = |a|?. Sur un corps local
non archimédien, de valuation v : K* — Z et de corps résiduel k & ¢ éléments, on a ||a|| = ¢~¥(@).

Remarque 2.1. La valeur absolue normalisée est souvent notée simplement |- |. Cependant, vu I'impor-
tance ici accordée aux corps locaux archimédiens et le risque de confusions sur C, on a choisi de changer
la notation.

2.2. Cas multiplicatif. Dans cette section, on détaille quels sont les caractéres (multiplicatifs) des corps
locaux archimédiens R et C. Pour rappel :

Définition 2.2. Soit K un corps local. Un caractére (multiplicatif) de K est un morphisme continu
X : K* — C*. On note X (K*) ensemble des caractéres.

Remarque 2.3. On emploie parfois plutét le terme de quasi-caractére, le terme de « caractére » étant
alors réservé a ce que nous appellerons caractéres unitaires, c’est-a-dire a valeurs dans S?.

Il est clair que les caractéres forment un groupe, dont les caractéres unitaires sont un sous-groupe. Soit
K un corps local, avec une valeur absolue normalisée notée || - ||. Notons U = {x € K : ||z|| = 1}, et
I' € R} T'image de la valeur absolue sur K*, de sorte que I' = R} dans le cas archimédien, et I' = ¢
sinon. On a une suite exacte

1-U—->K"-T—=1,

qui est de plus scindée. En effet, pour K = R, I'inclusion R} C R* fournit une section. Dans le cas K = C,
lapplication € R + /z fournit une section. Enfin, dans le cas d’un corps local non archimédien,
une section est donnée par le choix d’une uniformisante. Fixons donc un choix de section (celui décrit
précédemment pour R ou C, et une uniformisante notée w pour un corps local non archimédien), et
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notons r : K* — U la rétraction qui s’en déduit. En particulier, pour K = R, r est 'application signe, et
pour K = C il s’agit de I'application argument. Remarquons enfin que U est compact.

Lemme 2.4. Soit K un corps local, et soit x € X (K*). Notons U l’ensemble des points de K de valeur
absolue 1. Il existe un compleze s € C et un unique morphisme continu p : U — St tel que, pour tout
ze K, on ait

x(2) = p(r(2))]lz[].

Remarque 2.5. Dans le cas d’un corps local non archimédien, s n’est évidemment pas unique puisque
le groupe T' est discret. En revanche, & cette indétermination prés, s est unique, puisqu’on le déduit de
X| ker - 00 particulier, dans le cas d’un corps local archimédien, s est unique.

Démonstration. L’unicité de p est évidente, puisqu’on peut retrouver p comme la restriction de xy a U.
Notons que cette restriction est nécessairement & valeurs dans S!' car U est compact. Il reste donc &
prouver que, si x est trivial sur U, alors x est de la forme || - ||*. Si x est trivial sur U, on peut le
descendre en Y : I' — C*, et il s’agit de montrer que Y est de la forme x — z®. Dans le cas ou I' est
discret (c’est-a-dire si K n’est pas archimédien), le résultat est évident. Sinon, on a I' = R, et le résultat
correspond & la classification bien connue des groupes & un paramétre dans C*. O

Dans la suite, on emploiera la notation suivante :
Définition 2.6. Soit s € C. On définit w, € X (K™*) comme étant le caractére donné par
ws(z) = [|2||°
pour x € K*.
Pour écrire cela de facon un peu plus canonique : on a une suite exacte
1-H—->XK")—>XU)—=1

avec H = C si K est archimédien, H = C/2iwIn(q)"'Z si K est non archimédien avec un corps résiduel
A ¢ éléments, et X (U) le groupe des morphismes de groupes continus U — S!. De plus, cette suite exacte
est scindée, de fagon non canonique dans le cas non archimédien. Dans ce cas, un scindage est donné par
le choix d’une uniformisante.

Définition 2.7. Soit y € X (K). Ecrivons y = juw, avec u € X(U), s € C.
(1) On dit que x est non ramifié si p = 1.
(2) Bien que s ne soit pas bien défini en général, sa partie réelle l'est. On appelle cette derniére
Iexposant de x.
Remarque 2.8. Un caractére est unitaire si et seulement s’il est d’exposant nul.

Intéressons-nous de plus prés au groupe X (U) pour K archimédien.

Proposition 2.9. (1) Si K = R, on a U = Z/2Z. Par conséquent, X (U) est le groupe o deux
éléments. En particulier, pour tout x € X (R*), il existe un unique entier N € {0,1} et un unique
compleze s tel que, pour tout x € R*, on ait

x(z) ==

(2) Si K =C, on a U = S'. Par conséquent, X(U) = Z. En particulier, pour tout x € X(C*), il
existe un unique entier N € Z et un unique compleze s tel que, pour tout z € C*, on ait

x(2)

Démonstration. Le cas K = R est évident, et la description est obtenue en appliquant le lemme 2.4. 11
est & noter qu’on a légérement modifié la description : lorsque N = 1, le complexe s donné par le lemme
2.4 vaut 1 de moins que celui que nous avons ici, car au lieu de x le lemme 2.4 utilisait la fonction signe.

Pour ce qui est du cas K = C, il vient du fait qu’on connait bien les morphismes de groupes continus
S! — C*, et qu’on sait qu’ils sont donnés par z — z¥ pour N € Z. La méme remarque que dans le cas
réel s’applique. |

_N|$|S.

= z_N|z|23 .

Remarque 2.10. En écrivant les caractéres sous cette forme, on suit Deligne. Cette écriture permet
d’aboutir aux descriptions les plus simples des fonctions L.

Par ailleurs, Deligne fait également le choix suivant : plutot que d’autoriser N < 0 dans le cas complexe,
on peut choisir d’écrire x(z) =z~ VI|z[2(s+N),

On aura dans la suite besoin de la notation suivante :
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Définition 2.11. Soit x € X(K™). Son dual décalé est

X =x"wr.

2.3. Cas additif. Traitons maintenant le cas des caractéres additifs des corps locaux archimédiens.

Définition 2.12. Soit K un corps local. Un caractére additif de K est un morphisme de groupes continu
¥ (K,+) — (S, x). Les caractéres additifs forment un groupe, noté K.

On a de plus une action de K sur K , définie de la fagon suivante : soit 1 € K et a € K. On définit
Yy« F — St par ¢, (z) = (azx). 1l s’agit encore d'un caractére. De plus, si a # 0, alors 9, est trivial si
et seulement si v est trivial. En fait, on a ainsi muni K d’une structure de K -espace vectoriel. On peut
vérifier qu’il est de dimension 1.

Dans le cas des corps locaux archimédiens, on obtient la description suivante :

Proposition 2.13. (1) Soit K = R. Alors R est lensemble des © € R — exp(2imz€) € St pour
£EeR.

(2) Soit K = C. Alors C est I’ensemble des z € C — exp(4inRe (2£)) € S! pour € € C.

Remarque 2.14. La raison pour laquelle on a mis un facteur 4 dans le cas K = C est que, plutot que
Re (2), Deligne met Trg/gr(2), soit 2Re (2).

Dans la suite, lorsqu’on travaille sur R ou C, on prend pour caractére additif ¢ le caractére obtenu
dans la description précédente avec & = 1.

Sur les corps locaux non archimédiens, la continuité d’un caractére additif ¢/ assure que son noyau est
non trivial. On définit le niveau de ¢ € K comme étant le plus petit entier n € Z tel que m™ C ker v,
avec m l'idéal maximal de O 'anneau des entiers de K.

Construisons des caractéres additifs standard sur les corps locaux non archimédiens.

2.3.1. Caractéristique mizte. Soit K un corps local non archimédien de caractéristique nulle, et soit p sa
caractéristique résiduelle. Alors K est une extension finie de Q,. En fixant un plongement de Q, dans
K, on obtient alors une forme Q-linéaire canonique Trg/q, : K — Q,, la trace. Pour rappel, elle est
définie de la fagon suivante : si a € K, il induit un endomorphisme Q,-linéaire de K par multiplication.
La trace de a est alors la trace de cet endomorphisme. Cette forme linéaire est non nulle (car I'extension
est séparable), donc surjective. Par conséquent, pour définir un caractére additif non trivial sur K, il
suffit de prendre un caractére additif non trivial sur Q, et de composer par Trg /q, -

Prenons donc K = Q. Soit € Q,,, posons n le plus petit entier naturel tel que p"x € Z,, et soit r
tel que r = p™z[p"]. On pose

2imr
¥(x) = exp( p )

qui est bien défini. Il s’agit d’un caractére additif non trivial, de niveau 0.

Le caractére additif de K qui s’en déduit n’est en revanche pas de niveau 0. Son niveau est un certain
entier négatif.

2.3.2. Equicaractéristique. Soit K = F,((t)) le corps local non archimédien de caractéristique p et dont

le corps résiduel compte ¢ éléments. Pour z = fo:no z,t", on pose

0m TrFq/Fp a_q
p

Il s’agit d’un caractére additif non trivial de K, de niveau 0.

() = exp( ).

2.4. Transformée de Fourier. Soit K un corps local. Rappelons sur quelles fonctions on effectue la
transformée de Fourier.

Définition 2.15. (1) Si K est archimédien, une fonction de Schwartz sur K est une fonction f :
K — C qui est C™ et telle que, pour tout polynéme P € K[X], on ait P(z)f(x) — 0 quand
[|z]| = oo.

(2) Une fonction de Schwartz-Bruhat sur K est une fonction de Schwartz si K est archimeédien, et
une fonction localement constante & support compact sinon.
On note S(K) I'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat. C’est un C-espace vectoriel.

Définissons & présent la transformée de Fourier.
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Définition 2.16. Soit 1) € K. La transformée de Fourier (associée a 1) d'une fonction f € S(K) est la
fonction f donnée par

fo) = [ r@weds
K
pour tout £ € K. On a encore f € S(K).

Remarque 2.17. Si on veut faire cela de maniére plus canonique, on peut définir S(E) pour tout K-
espace vectoriel de dimension finie (qui est canoniquement muni d’une topologie). En particulier, on a
défini S(K). On définit alors f € S(K) par f(£) = Sy f(x)(x,&)dx. Plus généralement, si E est un K-
espace vectoriel de dimension finie, on peut poser E= Homeont (B, SY) = E @k K. Si on fixe une mesure
de Haar dz sur E, on peut alors de méme construire une transformée de Fourier f € S(E) — f € S(E).

On a le théoréme suivant d’inversion de Fourier :

Théoréme 2.18. Soit ) € K, et dr une mesure de Haar sur K. Il existe alors une constante c telle que,
pour tout f € S(K), on ait

fw) = cf(-a)
pour x € K.

Lorsque la constante c est égale a 1, on dit que la mesure de Haar dx est auto-duale pour 1. De plus,
pour tout Y € K, une telle mesure existe et est unique.

Dans le cas archimédien, le caractére additif ¢ usuel a été choisi de sorte que la mesure auto-duale
soit la mesure de Lebesgue. Dans le cas non archimédien, on définit le niveau de v comme étant n, =
inf{n € Z : m"™ C ker ¢}, avec m I'idéal maximal de O I'anncau des entiers de K. Alors la mesure de Haar
auto-duale pour ¢ vérifie [ o dr =1 si et seulement si ¢ est de niveau 0. Dans la suite, on fixe donc ¢ un
tel caractére additif.

3. FONCTIONS L ET FACTEURS €

Nous allons définir des fonctions L, qui a tout caractére associent une valeur dans C U {oo}, et des
facteurs €, qui & un caractére (et un caractére additif, et une mesure de Haar sur K) associent une valeur
dans C*.

3.1. L’exemple de la fonction zéta de Riemann. L’exemple le plus simple et le plus connu de
fonction L globale est la fonction ¢ de Riemann, donnée par

((s)=> n*

pour Re (s) > 1. Dans la théorie plus générale des fonctions L de Dirichlet, il s’agit de la fonction L associée
au caractére trivial. Deux faits trés importants sur cette fonction sont, d’une part, son prolongement
méromorphe a C et I’équation fonctionnelle de la fonction, et d’autre part sa factorisation sur Re (s) > 1.

A titre de motivation pour la suite, nous allons traiter cet exemple. Nous verrons ainsi apparaitre les
principales quantités qui nous intéresseront, a savoir les fonctions L locales.

3.1.1. Equation fonctionnelle et symétrisation. Commencons par I’équation fonctionnelle. Désormais, ¢
désigne le prolongement (unique) de la série précédente en une fonction méromorphe sur C, avec un
unique pole simple en 1. Elle vérifie alors I’équation fonctionnelle

s

(1 =) =2(2m) 7" cos()T'(s)¢(s)

ou I' est la fonction I' d’Euler donnée par

o0
I'(s) = / et ldt
0
pour Re (s) > 0. Elle vérifie ’équation fonctionnelle I'(s 4+ 1) = sI'(s), qui permet de prolonger I' en une
fonction méromorphe sur C avec des poles simples en les entiers négatifs.

Tachons de symétriser cette équation fonctionnelle : on cherche a rajouter un facteur £(s) = A(s)((s)
de sorte que

§(1—5) =&(s).
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Prenons A(s) = 77 */?I'(5). Alors A(1 —s) =7~ 1/2 - 7°/20 (452
El-s) = A(l—-9)((1—25s)
= w12 AT (A52) - 2(2m) 0 cos(F)0(5)((s)
= w1227 cos(ZE)D (52T (s)m~*/2((s) .

), donc :

Il reste donc a voir
TS 1—s S

o 1/? cos(— )T (—5—)(s) =T(3).
Pour cela, on utilise deux identités classiques sur la fonction I', & savoir la formule de réflexion d’Euler

T(s) (1 —s) =

sin(ms)

et la formule de duplication de Legendre

1
T(s)I'(s + 5) = 21725 /7T (2s) .
En appliquant d’abord la seconde pour diviser en deux le facteur I'(s) du membre de gauche, celui-ci se
réécrit
1 s, 1—s _ s+1 s

;COS(7)F( 9 I( )F(§)~

2
La premiére permet alors de réécrire le produit I'(152)I(£H) sous la forme

R S
S(r(i=s)72)» OU encore

W7 et donc finalement on a I’égalité voulue.

3.1.2. Produit eulérien et fonctions L locales. Intéressons-nous maintenant a ’écriture de ¢ - et donc de
¢ - comme produit eulérien. Il est bien connu que, pour Re(s) > 1, on a

) =TI+

—_s
» p

ot p parcourt les nombres premiers. Posons Ly(s) = 17;,5 pour tout p premier. Posons également

Loo(s) = m=*/2I'(%). Alors
= HLP(S)

ou p parcourt cette fois-ci les nombres premiers et oo, c’est-a-dire toutes les places de Z. On a donc
factorisé une fonction L globale en produit de fonctions L locales associées a chaque place.

3.2. Fonctions L. L’objectif ici est de définir des fonctions L locales associées aux caractéres des corps
locaux. Plus précisément, pour tout corps local K et tout x € X(K*), on va définir L(x) € C U {o0}.
On obtient alors une fonction L en posant L(s, x) = L(xws). Il s’agira, par construction, d’une fonction
méromorphe.

3.2.1. Cas compleze. Soit y € X(C*), qu'on écrit x(z) = o(2) V|2|?® avec N € N,s € C et o qui est la
conjugaison ou l'identité. On définit alors

L(x) =Tc(s),
avec I'c(s) = 2(2m) ~°T'(s).

Remarque 3.1. Cette définition est celle de Deligne, elle a 'avantage de l’élégance Vérifions qu’elle
coincide avec celle de Ramakrishnan et Valenza. Pour cela, on écrit x(re’®) = r?e™?. Posons € = 1 si o
est l'identité, e = —1 sinon. On a alors n = —eN et 2t = 2s — N. Ainsi, N = —en = |n|, et s =t + |"‘
qui permet de retrouver la définition de Ramakrishnan et Valenza.

Attention, il y a plusieurs typos dans celle-ci : ils oublient le facteur 2 dans la premiére définition de '
(mais le mettent ensuite), et ils oublient de mettre un facteur 2 devant leur s en écrivant y(re?) = r2s¢?.
Mais ce 2 est nécessaire si on veut avoir I’équation fonctionnelle que nous écrirons dans un instant.

3.2.2. Cas réel. Soit y € X(R*), qu'on écrit x(z) = 27 V|z|* avec N € {0,1} et s € C. On définit alors
L(x) =Tr(s),

avec I'r(s) = m~%/21'($).

Remarque 3.2. Cette définition est a nouveau celle de Deligne. On vérifie sans peine qu’elle coincide

avec celle de Ramakrishnan et Valenza.

Remarquons également qu’on retrouve ici le facteur L., de la fonction . Ce n’est absolument pas une
coincidence : le corps local associé a la place oo de Z est R.
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3.2.3. Cas non archimédien. Soit x € X (K*) avec K un corps local non archimédien. On pose alors :

1 si x est ramifié
Lo) = {1 sinon
1—x(w) )

Il est & noter que ceci ne dépend pas de 'uniformisante, grace & I’hypothése de non ramification. Si on
prend x = w,, K = Q,, on reconnait également les facteurs L, de la fonction (.

La méromorphie suit immédiatement des définitions. Remarquons de plus que, tous les cas, on a
I’équation fonctionnelle (qui suit des définitions par un calcul immédiat) :

L((xws)Y) = L(1 —s,x71).

3.3. Fonctions zéta locales et facteurs . Le groupe K* est localement compact, et il posséde donc
une mesure de Haar. En fait, on voit aisément (par définition de la valeur absolue normalisée) que
d*xr = cHde”H est une telle mesure de Haar, pour tout ¢ € R’ . Dans la suite, on note d*z cette mesure,
avec ¢ = 1.

Introduisons a présent les fonctions zéta locales de Tate.

Définition 3.3. Soient f € S(K), x € X(K*). On pose alors

Z(f,x)= [ [flo)x(z)d
K*
lorsque cette intégrale converge.
Commengons par étudier la convergence des fonctions zéta locales de Tate.

Lemme 3.4. Soient f € S(K),x € X(K*). Si l’exposant o de x est strictement positif, alors l’intégrale
précédente est absolument convergente.

Démonstration. Traitons le cas archimédien. Pour z € K*, on a ||f(z)x(2)|| = ||f(z)]|| - ||=]|7. Vu la
définition de d*z, il s’agit de voir que I'intégrale [ ||f(2)||-||z||”'dz converge. Au voisinage de oo, cela
suit de la définition des fonctions de Schwartz car ||f(z)|] = o(]|z||™™) pour tout n € N, donc ||f(x)|] -
[|z||°~t = o(]|z||~™"*T?~1), dont I'intégrale converge en co pour n assez grand. En 0, on a ||f(z)|] = O(1),
donc on se raméne a montrer la convergence de [|z|| 1. Or, dans le cas réel, l'intégrale de |x|* = ||z||*
converge si et seulement si & > —1, ce qui nous redonne ici o > 0. Dans le cas complexe, l'intégrale de
|2|* = ||2]|*/? converge si et seulement si a > —2, ce qui ici encore nous redonne ¢ > 0.

Dans le cas non archimédien, il existe un certain n € Z tel que f s’écrive comme une combinaison
linéaire finie de 1,4 qn,a € K. Lorsque a ¢ m", l'intégrale converge clairement. Il ne reste donc qu’a
traiter le cas f = 1gn,n € Z. Pour x € K*, on a |x(z)| = |u(z)| - jws(z)| = ¢7**@), ott x = pws est la
décomposition du lemme 2.4. Donc

[ Jten@iaa =3 [ qtae—a-g) Yo

K* I>n v(z)=l I>n

car Vol({v(z) = I},d*z) = Vol(O*,d*xr) = Vol(O*,dxr) = 1 — ¢~ *. Donc la somme converge si et
seulement si Re (s) > 0, ce qu'il fallait démontrer. O

On peut a présent démontrer un résultat remarquable de Tate, ’équation fonctionnelle locale.

Proposition 3.5. Soit x € X(K*) d’exposant o €]0,1[. Il existe alors un complexe v(x,,dx) tel que
Z(f,xY) =70, dx)Z(f,x) pour tout f € S(K). De plus, la fonction

s = y(xws, ¥, dz)

est méromorphe sur le domaine o + Re (s) €]0, 1].

Démonstration. Remarquons que les fonctions zéta qui interviennent sont bien définies (’exposant de x“
étant, par définition, égal & 1 — 0. On commence par montrer que, pour f,g € S(K), on a

Z(f,x")Z(g9,x) = Z(f.x)Z(9,Xx"),
ce qui donnera l'existence du facteur . Pour ce qui est de son unicité, elle vient immédiatement du fait
que la fonction zéta locale d’un caractére n’est pas nulle. Enfin, pour montrer la méromorphie, il suffira
de vérifier que les fonctions zéta locales sont holomorphes.
Ecrivons

(©) = 2200 = [ H@awxtelidlaady.
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On fait a présent le changement de variable (z,y) — (ay,y), qui préserve les mesures de Haar. On

trouve ~
(@) = Jxesr LEn)g)x(@™Hlleylld*zd"y
= Jrexr F@y)gy)x(z™")dzdy
= Jixx F@y)g(y)x(@=)dady
= Jiwrnr F@9W)(eyz)x(@™")dzdy
et la derniére expression est symétrique entre f et g. On en déduit 1’égalité désirée.
Pour ce qui est de I’holomorphie des fonctions zéta locales, cela suit immédiatement des résultats usuels
sur 'holomorphie des intégrales a paramétres, car pour tout € K* la fonction s € C — f(z)x(z)||z||®
est clairement holomorphe. a

3.4. Calcul des facteurs v et e. On va a présent calculer explicitement le facteur v dans les différents
cas - réel, complexe et non archimédien. Nous verrons apparaitre naturellement des facteurs €, que nous
définirons plus tard.

L’idée va étre de choisir intelligemment des fonctions f, de sorte que Z(f, x) = L(x) & une constante
pres, et de méme Z(f,x") = L(x") a une constante prés. On définira le rapport des deux constantes
comme étant le facteur e.

3.4.1. Cas réel. Rappelons que dans ce cas ¢(z) = exp(2imx), et que dx est la mesure de Lebesgue. Soit
X € X(R*), et prenons dans un premier temps x = ws avec Re (s) > 0. Posons alors f(z) = e ™" la
gaussienne, qui est une fonction de Schwartz. Alors

Z(f,x) :/ e_”2|x|sd*x:2/ e 5y
R* 0

Faisons le changement de variable u = 722. On a donc x = 7~ /2u!/2, donc 2% 'dx = (27) " '2°~2(2nx dx) =
%W‘S/Qu%_ldu. On en déduit

200 =7 [ et tau = w1 (5) = () = L0O.
0

D’autre part, f: f, et par conséquent :

(3 Y(x, ¥, dz) = ZZ((ffiv)) _ LL(&V))

ce qui implique que (x, ¥, dz) posséde un prolongement méromorphe & C tout entier.
Traitons maintenant le cas x(x) = x~!|z|*, toujours en exposant strictement positif, c’est-a-dire

Re(s) > 1. Posons alors f(z) = we ™, qui est encore une fonction de Schwartz. On trouve cette
fois encore

200 = [ e ™ el = Tr(s) = L()

—TT

d’aprés le calcul précédent. D’autre part, f est la dérivée de f%e ’ Donc, par intégration par parties,

f© = Jpfl@)er e
= [pae ™ - 2inle? ™ dy
— Zf fR e—w12+2i7rw£dx

= ife‘”52
= if(§)-
Par conséquent, Z(f,x¥) = iL(x"), d’ou on déduit
(32) 300t da) = 20
Y L(x)

En particulier, v posséde de nouveau un prolongement méromorphe & C tout entier.
Aprés avoir traité ce cas, il parait relativement naturel d’introduire :

Définition 3.6. Le facteur epsilon €(x, 1, dx) d’un caractére x est défini par I’équation

L(x")
Y06 ¥, dx) = e(x, ¥, dr) 00
11 est immédiat que €(x, ¥, dx) € CU{oo} est méromorphe. On va montrer qu'en fait €(x, ¢, dz) € C*
- en particulier, ce facteur est holomorphe, ce qui justifie le fait de lui accorder une attention particuliére.
Mentionnons la dépendance de € en v et dx :
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Lemme 3.7. On a l’égalité suivante :

e(X, Ya, t - dz) = x(a)||al| 7't - e(x, ¥, de)
pourt € R} ,a € K*.

On a donc montré que, dans le cas réel, si x est sous la forme normale de la proposition 2.9, soit
x(x) =2 Nz|*, N € {0,1},s € C,on a :

e(x, ¥, dw) = iV

3.4.2. Cas complexe. Rappelons que dans ce cas 1(z) = exp(4inRe (z)) et que la mesure est |dz A dz| =
2dadb si on pose z = a + ib (on évite d’écrire = + iy, car dx est notre notation pour une mesure de Haar
abstraite). Soit x € X(C*), qu'on écrit x(z) = o(2)""|z|?** avec n € N,s € C et o qui est 'identité ou
la conjugaison. Les fonctions L, facteurs v et autres sont invariants par automorphismes continus de K.
Par conséquent, on peut supposer o = id.

Posons

_ 1 n_—27|z|?
fn(z) = 57 .

Lemme 3.8. La transformée de Fourier de f, est

fulz) = %z” fn(2).

Notons également que, dans les coordonnées polaires z = re?,

d'z = W|dz A dZ|
= 7 2(edr +ire??df) A (e=Odr — ire=?d0)|
= r7 2| —irdr AdO + irdfdr|
2r=tdrdf .

on a

On peut a présent calculer les fonctions zéta locales de f,, :

Z(fnaX) = fc* fn Xsn( )d*

b fC* me=2me ) (27 |22 d 2
71rf0 fO —27r?2 7’2571de0

- 9 f()oo 672777‘2,’,,2571dr

= 2.27F [y gy

avec u = v/2r. On reconnait les intégrales du cas réel, et on en déduit
Z(fn,x) = 27°T'r(2s) = (2m)°TI'(s) = L(x) -
Notons ensuite que, d’autre part,
XV (2) = |2Px(2) 7! = 2P = 2P0 = X (7)

avec x'(2) = 27"|z|>("17%). On a en particulier L(x’) = L(x"). Par conséquent, en appliquant le calcul
précédent :

: )
Y

Z(fn,xv) = ”ngnoconj , X’ o conj)
"L(x
"L(x

)

ou conj est la conjugaison complexe. On en déduit
e(x, ¥, dx) ="

3.4.3. Cas mon archimédien. Le calcul est plus long. On fixe 1 de niveau 0 et dr la mesure de Haar
normalisée par |, o dxr =1, qui est auto-duale pour ¢. Si x est non ramifi¢, on montrera

(3.3) v ihrde) = 1.
Si x est ramifié, on a
(3.4) (s, dr) = / @)

Dans les deux cas, il est a valeurs dans C*.
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Soit x = pws un caractére de K*, et soit n le plus petit entier naturel tel que 1 +m” (ou, si n = 0,
O*) soit inclus dans ker x - ou, de fagon équivalente, dans ker . On définit le conducteur de x comme
étant 'idéal m™. On note également U,, = 1+ m" sin > 0, et Uy = O*. Soit f la fonction définie par

{w(x) sizem™

0 sinon.

fx) =

On a alors

&) = [k f@)p(at)de
= Ju- nw( (€ +1))du.

Supposons n = 0. Alors, si & ¢ O, Papplication z € O — t(x(£ + 1)) est un caractére non trivial de O,
donc f(€) = 0. Si € € O, alors Y(x(€ + 1)) = 1 pour tout = € O, et donc f(&) =

Supposons a présent n > 0. Si & ¢ —1 + m™, alors de méme que précédemment l’application = €
m~" — (z(£41)) définit un caractére non trivial de m™, et donc f(€) = 1. D’autre part, si £ € —14m",
alors 1 (x(€ + 1)) = 1 pour tout z € m”, et donc f(f) = ¢". Donc

f _J1lo sin=20
B "1 11mn sin>0.

Calculons a présent Z(f,x). On a :
Z(f:x)

[ f(@)x(z)d*x

Zlezf(z zf X(’I)d*

Zlez fox ( 1’)

lefn f@x w w'r) (w x)ws(w x)d*z
Yis 00 Jox V(@' w)u(z)dx

ou la derniére égalité utilise le fait que d*x = dx sur O, par définition de d*zx.
Sin =0, alors ¥(w'x) = 1 pour tout [ > —n et x € O*. De plus, u = 1. Donc on peut réécrire

Zq_ls/ de=(1-qg "1 —-q¢ )" =0-qg"L)-

n>0

Dans le cas n > 0, le calcul va faire appel aux sommes de Gauss.

Définition 3.9. A un caractére multiplicatif ¢ : O* — S' et un caractére additif A : O — Q', on
associe une somme de Gauss

o \) = /o @A)

On a alors

= > gl e).

1>—n

Le lemme suivant nous permettra de calculer les sommes de Gauss :

Lemme 3.10. Soient i : O — S un caractére multiplicatif de conducteur m”, et soit A : O — St un
caractére additif de conducteur m” (c¢’est-a-dire de niveau r). Alors les égalités suivantes sont vérifiées :

(1) sir <mn, alors g(u, \) =0 ;

(2) sir=mn=0, alors |g(u, )|2 (1—-qH2;

(3) sir=n>0, alors |g(u, \)|*>=q7" ;

(4) sir >mn, alors |g(u, \)|? = Vol(U,.) — ¢~ *Vol(U,_1), qui vaut 0 sir >2 et g=2 sir = 1.

Démonstration. Supposons r < n. On partitionne O en classes modulo U,.. Pour a € O* b € O, on a
Ma(l+@"b)) = AMa)A(w"ab) = A(a) par définition du niveau, ce qui permet d’écrire

(1, A) = Aa)p(a) (u)du
g(p OXZ/:UT 2 /U o

en choisissant un systéme de représentants (a) des classes modulo U,. Comme wy, est non trivial,
I'intégrale est nulle, ce qui montre que g(u, A) = 0.
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Supposons a présent r > n. Alors

lg(, MIP = g, Nglp, A)
= Joxxox m@y YAz — y)dzdy
= fox ,u(Z)h(Z)dZ,

ot h(z) = [« A(y(z —1))dy. On a alors

h(z) = /o A(y(z — 1))dy - / Ay(z — 1))dy.

Si v(z — 1) > r, la premiére définition de h donne déja h(z) = 1 — ¢!, car A(y(z — 1)) = 1 sur O. Si
v(z — 1) = r — 1, alors dans la seconde définition de h on trouve que la premiére intégrale est nulle, en
tant qu’intégrale d’un caractére non trivial sur O, et donc h(z) = —¢~!. Enfin, si v(z — 1) < r — 1, dans
la seconde définition les deux intégrales sont prises pour des caractéres non triviaux, et sont donc nulles.
D’out

1—q¢ ' sivz—-1)>r

h(z) =<¢ —q~ ! siv(z—1)=r—1

0 siv(z—1)<r—2.
On en déduit que, si 7 = 0 (et donc en particulier n = 0, et donc g = 1), alors, puisqu’on est toujours
dans le premier cas pour z € O,

P = (=) [ az= =g
Sir >0, alors
lg(u MI? = [, w(2)h(2)dz
= Jy mz)dz—q " [, p(x)dz
= ¢ " —q"! fUrfl u(z)dz .
Donc, si 7 = n, la derniére intégrale s’annule, et on trouve |g(u, A)|?> = ¢~". Si 7 > n, la derniére intégrale
vaut Vol(U,_1) et on trouve la formule attendue. O

En particulier, pour I > —n, comme ¢ _: est de niveau —I, le lemme 3.10 affirme que g(u,¥:1) = 0.
D’ou
Z(f,x) = 4" g(pt, Yon) -
Comme ici n > 0 et que u, -~ ont le méme niveau n, on a en particulier Z(f,x) € C* d’aprés le lemme
3.10.
Calculons & présent Z(f, xY).
Dans le cas ot n =0, on a u =1 et donc ;

20 = Je X @)

)y fv(w):l fl@)x" (x)d*x
120 Ju(a)=i wi—s(z)d*x

2150 91 —g )

(1—g (1 —g 097!

= (1-¢ "L,

d’ott 'on déduit, puisqu’on avait aussi Z(f,x) = (1 — ¢~ 1)L(x), que I'on a
e(x,¥,dz) =1

pour x non ramifié.
Supposons a présent n > 0. Alors

Z(f.xY) = fg* fax(

I
<

= p(-1)
car pour £ € —14+m" on a u(x) = pu(—Dp(—z) = p(—1), puisque —z € 1 + m™ C kerp, et u(—1) =
pu~t(—=1). Par conséquent, puisque L(x) = L(x") = 1, on trouve

E(Xawa d.’l?) = ">/ N - :u(_l)g(luﬂww*”)_lq_ns .
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On peut encore la réécrire, en utilisant le fait que

9 o—n) = g(, Y- o—n) = p(=1)g (11, thr—n)
et que
l9(1t, Yeon) P = a7,
on peut réécrire le facteur e sous la forme

6(X7 w: d.]?) = g(ﬁa ¢w*")qin(87l) .
En particulier, le facteur € n’a ni zéros ni poles.
Vérifions les formules 3.3 et 3.4, données avant le calcul. Dans le cas des caractéres non ramifiés, on a
obtenu ’égalité. Pour les caractéres ramifiés,

e X @@ =Yg [y b @ (@) (o) de

= Yiezd” fv(z):l p (@) (a)da

= Yz 007 Jou 7 (@) (wle)da

= ez d Vg )
Le caractére v, est de niveau —I, donc d’aprés le lemme 3.10 les sommes de Gauss pour [ # —n sont
nulles. L’intégrale précédente se réécrit donc

fK* X_l(l‘)w(x)dl‘ = q_n(s_l)g(,u_law'w*") )
comme voulu.
Remarque 3.11. Le cas des corps locaux archimédiens de caractéristique nulle se traite de fagon ana-
logue. La difficulté supplémentaire est que 'anneau des entiers n’est plus son propre orthogonal pour la
trace. Ceci n’induit aucune véritable complication, mais il faut désormais tenir compte d’un nouvel idéal,

la différente, défini comme 'inverse de 'orthogonal de I’anneau des entiers. En particulier, les formules
que 'on obtient sont trés similaires.

3.5. Conclusion. On a le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3.12. Soient f € S(K) et x € X(K*) d’exposant o. Alors :
(1) Z(f,x) est une intégrale absolument convergente si o >0 ;

(2) si o €]0,1], la fonction zéta locale vérifie I’équation fonctionnelle

Z(f,x") = v(x. ¥, dz) Z(f,X)
pour une certaine constante y(x, ¥, dx) indépendante de f ;
(8) la fonction s — y(xws, ¥, dx) est méromorphe pour s dans la bande Re (s) + o €]0, 1], et posséde
un prolongement méromorphe & C tout entier ;

(4) le facteur e(x, v, dx) = vy(x, ¥, dx) LL&XV)) est dans C*.

On a de plus le tableau, lorsque dzx est la mesure de Haar standard et ¥ est, sur R ou C, le caractére
standard, et sur un corps local non archimédien, un caractére de niveau 0, et si m™ est le conducteur de
x dans le cas ramifié :

K=R K=C K non archimédien
Caractére x(z) | 2~ N|z|*, N € {0,1} | o(2)"V|2[*,N e N w(z)g=="@ e X(U)
1 1 :
Fonction L(y) | Tr(s) = 7~*/2I(3) | Ta(s) = 2(2m)~*T(s) x(@) ~ Tmg— U
1 sinon
1 ip=1
Facteur € iN iV 1 1 S? H
Jic- X da = ¢ Vg (7 pp-n)  sinon
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